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A proof is given of congruences of the Kummer type for generalized Bernoulli 
numbers associated with the primitive residue character x mod f, in particular 
when the conductor of x is a power of a prime, which is the main purpose of this 
paper. 
EINLEITUN‘G 
In [l] hat Leopoldt die zu einem Restklassencharakter gehSrigen Bernoul- 
lischen Zahlen B,” und Polynome Bxn(x) definiert und die Nenner der B,” 
(als Divisoren) im Wertkiirper P(x) ermittelt. In [2] hat Carlitz mit einer von 
der Leopoldt verschiedenen Methode die Nenner der Bx”/n berechnet und 
somit einige Information iiber die ZBhler der Bxn erhalten. Ferner bewies er 
fur die B,*/n folgende Kongruenzen vom Kummerschen Typ: 
A%, = 0 (mod (pn--l, ~9, (1) 
wobei xi = B:+““/(n + iw), n, r, i, w, e ganze Zahlen mit n >, 1, I > 0, 
i 3 0, e >, 1, p”-l(p - l)[ w  > 0, x ein Restklassencharakter des Fi.ihrers f 
und p eine Primzahl sind, welche, falls f eine Primzahlpotenz ist, noch die 
Bedingung p fferfiillt. Hierbei bedeutet dr wir iiblich die Bilding der r-ten 
Differenz. (s. spatere Definition) Anderseits erhielt Johnson in [3] einige 
Kongruenzen fiir die gewijhnlichen Bernoullischen Zahlen zu einem Prim- 
zahlmodul p, indem er die Eigenschaften der (p - I)-ten Einheitswurzeln 
in der p-adischen Vervollst%digung des rationalen ZahlkGrper ausnutzte. 
In der vorliegenden Arbeit beweisen wir mittels der Johnsonschen Methode 
einige neue Kongruenzen Kummerscher Art fiir die Bx”/n wenn f = &‘, 
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SATZ 1. Es bedeuten r, n, i, e ganze Zahlen mit r 3 0, n 2 1, i > 0, 
e > K, k = n + iw, w = @-1(/ - 1) und 
R,” = c (x(1 + &)(l + 8K)k)@. 
8=0 
Fiir E = 2 sei 8, Ic = Bxk/k - (l/2*-l)(Rxk/k), wenn 1 + x(--I)(-l)k: f 0 
ist. Dann ergibt sich 
A7fiXk = 0 (mod 2”‘). (2) 
Falls 6’ # 2 ist, sei d die Ordnung von x1 = xc”-‘, I, = (f, 1 - (iJsg)(e-l)ld) 
ein Primdivisor von 8 in P(xr), .QS ein Primdivisor von 8 in P(x) mit I, = 
!Sz(“-‘), wobei CJI die Eulersche Funktion ist, s eine natiirliche Zahl mit (s, d) = 1 
und 0 < s < d, g eine feste Primitivwurzel module 8, ss* = u (mod d) 
mit x1(g) = T”, 7 = 8+l)la, 8 = exp (2d3j(e - 1)) eine (e - I)-te 
primitive Einheitswurzel und setze Rxk = Rxk bzw. 0 wenn (8 - l)l(k - s* 
((6’ - 1)/d)) und 1 + x(--1)(- 1)” # 0 sind bzw. sonst, und Bxk = Bxk/k - 
((8’ - l)/eU)(&k/k). Sei I 3 er + 3 (P = 1) und 8 > er + 2 (p > 2) fa1Z.s 
r 3 1 ist, gelte noch e(f - 2) 3 2, dann erhiilt man 
ATBxk G 0 (mod L?r). (3) 
Nebenbei zeigen wir, da0 diese Methode sich such dazu eignet, die 
Ergebnisse von Carlitz iiber die Nenner der B,@/n und Kummersche Kon- 
gruenzen abzuleiten. Dabei bemerken wir, daB die Kongruenz (1) module 
per gilt, wenn f ein zusammengesetzter Fiihrer von x mit p If ist. 
1. Es sei x ein Restklassencharakter der Fiihrer J Die verallgemeinerten 
Bernoulhschen Zahlen B,” und Polynome B,%(x) werden folgendermal3en 
definiert, d.h. wir setzen 
und 
Bxn(x) = i. (nj) B,“-“xi. (4) 
Vermiige der IdentitPt 
3,” = P-l il x(r) 3% (+) (5) 
lassen sich die verallgemeinerten Bernoullischen Zahlen und Polynome 
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zuriickftihren auf die gewiihnlichen Bernoullischen Zahlen 2% und B,(x), die 
durch 
und 
definiert werden. Die B,” sind ersichtlich algebraische Zahlen aus von den 
Werten des Charakters x erzeugten Kreiskorper P(x). 
Fur x = 1 (also istf = 1) setzen wir 
B,* = B,“. 
Dann ergeben sich nach der Definition 
und 
und fur n 3 0 
B,* = B, (n f  1) 
B,* = 4 d.h. B: - 1 = Bl , 
B,*(x) = B,(x + 1) 
und damit durch die Summenformel fur die gewijhnlichen Bernoullischen 
Zahlen weiter die Summenformel 
lilaQ = &- {B,*+dN - Bi+Ll (n 3 0). 
Aus (5) erhalten wir 
Bxn = fn-’ gl x(r) B,* ($ - 1). (7) 
Wir fangen nur mit der folgenden Summenformel fur die verallgemeinerten 
Bernoullischen Zahlen an, die tiblich durch formale Potenzreiherechnung 
beweisen werden kann, aber aus (4) - (7) kann man such diese ohne Benut- 
zung der Rechnung von der Potenzreihe, wenn man die B,* durch (5) definiert: 
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wobei k > 0 eine natiirliche Zahl ist. Daraus folgt unmittelbar 
B,” = 0 (9) 
wenn x # 1 ist. Weiterhin setzen wir x # 1 voraus. Es sei p eine beliebige 
Primzahl und setzen wir k = po fur jede ganze Zahl p Z 0 und f * = ppf. 
Aus (4) und (8) hat man dann wegen (9) 
B,n 
n 
= -$- El x(a) an - & i (nj) (f *Y-l n 7;” j (n 3 1). (10) 
Wir definieren p-Exponent V,(X) fur jede ganze Zah.l x nut pv~(s) 1 x und 
p”~(*)+~ -i’ x und schreiben v,(n) = v, v,(f) = p und v,u*) = p*. Dann 
haben wir fur j 3 1 
LEMMA 1. (a) ~~(p+l/j!) > (j - I)/2 (p 2 3) und v2 (29!) 2 0. 
(b) Seip 3 er + 2, dann gilt v,(pi-l/j!) > er (j > er + 1). 
(c) Seip 3 er + 3, dann ergibt sich v,(pj-l/j!) > er + 1 (j 3 er + 2). 
(d) Fiir jede ganze Zahl x 2 2 und jede beliebige Primzahf p hat man 
v,(p”(j-l)/j!) > j - 1. 
Beweis. Sei j = j, + j,p + *-- + j,pl” die p-adische Zifferndarstellung 
von j, dann gilt bekanntlich 
v,( j !)  = j -  Go +A + * * .  +&I 
P--l 




Daraus folgen unmittelbar die Behauptungen. 
LEMMA 2. Es sei p * > 1. Wenn f ein zusammengesezter Fiihrer ist, oder 
p +f, falIs f eine Primzahlpotenz ist, dann ist 
aiI x(a) an = 0 (modpu*+“). 
Beweis. Falls p 1 fist, dann mu13 f eine zusammengesetzte Zahl nach der 
Voraussetzung sein und zwar f = p"fo , f * = p"*fo , fo > 1, (p,fo) = 1, 
p*=p+p>p>,Kmit ~=l (p#2)Undtc=2(p=2). Jedeprime 
Restklasse mod f * IlBt sich dann eindeutig in der Form a = yz (mod f *) 
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mityr1(modf,),1~y<f*,(y,p)=1undz=l(modpU*),1dz<f*, 
(z,fJ = 1 zerlegen. Setze also a = yz + aJ* und z = 1 + z#*, dann 
ergibt sich 
a$l x(4 a” = gl X(YZ)(YZ + alf*Y 
= il X(YZ> Y” 
+ fl (;, j x(yz){ynz,jp”*j + (YWj alY*‘> 
1 
= g1 (;) il X(YZ){Y”Zl~P~“*’ + (yz>“-j a,jf”j>, (11) 
denn der erste Summand cf, x(yz> y” = CzlVE1(lo) x(y) yn Ci:lZE-l(p~*) x(z) 
= 0 ist, weil x ein primitiver Charakter modulo f ist. Da ~~((T)p”*j) 3 
v + p* + vp(p”*‘j-l’/j!) 3 v + p* nach Lemma l(a) ist, hat man aus (11) 
die Behauptung. 
Falls p ‘Ifist, d.h. p* = p 3 1, da mit y such x + fy fur jedes x ein volles 
Restsystem mod p”* durchlluft, ist 
al1 x(4 an = Lil x(4 yg (x -t.fY’)” 
= g1 (7) pw*j lil “?g x(x> yn-jyli, (12) 
wo x +fy’ = y + ylpu* (y, y’ = O,..., p”* - 1) is4 da C’,=l x(x) Cc::? 
y” = 0 wegen x # 1 ist. Aus (12) und Lemma 1 folgt die Behauptung. 
SATZ 2 (Carlitz). (a) Wenn p ff ist, dann sind Bxn/n p-ganz, d.h. das 
enthalten p nicht im Nenner. 
(b) Wenn f ein zusammengesetzter Fiihrer ist, dann sind Bx”/n ganze 
algebra&he Zahlen. 
(c) Wenn f = LU eine Primzahlpotenz ist, wo TV > K mit K = 2 .ftir 
e = 2 und K = 1 fiir 4 > 2 sind, dann geht nur in G steckende Primdivisoren 
des Wertkijrper P(x) von x im reduzierten Nenner von B,“/n hervor. 
Beweis. (a) Wir wenden Induktion iiber n an. Setzen wir n = 1 in (10) 
ein, dann ist Bil = (l/f*) CLl1 x(u) up-ganz nach Lemma 2. Wir nehmen die 
Behauptung bis zu n - 1 als richtig an. Da nach Lemma 1 (a) (l/n)(y)(f *)j-l 
641/11/2-z 
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pganz ist, ist der zweite Summand in (10) dann p-ganz nach der Induktions- 
hypothese und der erste such so nach Lemma 2. 
(b) Wie in (a) gefiihrt, ist B,“/n in diesem Fall p-ganz fur alle Prim- 
zahlen. 
(c) Aus (a) ist es klar. 
Das niichste Lemma kann in [l] durch die Spiegelungseigenschaft der 
verallgemeinerten Bernoullischen Zahlen nachwiesen werden, aber hier 
kijnnen wir such einen anderen Beweis geben. 
LEMMA 3. Bxn = OfI n g 6 (mod 2) mif x(-l) = (-l)8. 
Beweis. Es sei p # 2 und p of. Nach (IO), Lemma 1 (a) und Satz 2 
Bxn = -$ F x(u) an (mod P). 
Cr==l 
Dabei gilt gemiil3 Lemma 1 (a) 
5 x(a) u’l = 5 x(--a)@..- a) 
= x(-1)(-11)” 2 x(a)an 
a=1 
+ npf(- 1)+-l x(-l) z x(u) an-l (mod p”). 
a=1 
Da sich nach Lemma 2 
a$1 x(a) an--l = 0 (modp) 
ergibt, hat man 
(1 - x(-l)(-l)n) B,* = 0 (modp). 
Im Fall 1 - x(-1)(- 1)” # 0 erhHlt man also Bxn = 0 (modp). Das be- 
deutet, dal3 unendliche viele Primdivisoren in P(x) dann Bxn dividieren. 
Danach mul3 B,” = 0 sein. Daraus folgt die Behauptung von Lemma 3. 
Man ersieht aus dem Beweis von Lemma 3, dal3 B,” # 0 lquivalent zu 
1 + x(-1)(-1)” # 0 ist. 
2. Zu spgterer Verwendung betrachten wir in diesem Pargraphen die Summe 
Wf) CL x(4 an, wenn f eine Primzahlpotenz ist. Zuniichst habe x ein 
Primzahlfiiihrer 4’ # 2, d.h. es sei x ein Charakter modulo G mit x # 1. Es 
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sei d die Ordnung von x und 6 = exp 21~ d/-l/(/ - 1) eine (8 - l)-te primi- 
tive Einheitswurzel. Dann ist P(x) = P(T), wobei q = Q@-l)la ist und ,y ein 
Homomorphismus von Ad auf die Gruppe (71, wobei At die Gruppe der 
primen Restklassen mod G ist. Es sei PC die &adische Vervollstiindigung 
vom K&per der rationalen Zahlen P. Dann enthllt Pd die Gruppe V der 
(e - @ten Einheitswurzeln. 
Durch die Zuordnung 
v:ui+u(u)=a+t(u)e,t(u)EZ~,O<u<e, (13) 
haben wir einen Isomorphismus von A8 auf V, wo Z, der Ring der ganzen 
/-adischen Zahlen ist. 
Anderseits xelegt & voll im K&per P(x) in Primfaktoren 
e= n 4, I, = (e , 1 - (68g)(e-1)/y 3 (14) 
C&d)-1 
wobei g eine feste Primitivwurxel mod L’ ist. Demnach kann man PC mit der 
&-ad&hen Vervollst&uligung P(x),, von P(x) identifixieren auf Grund der 
Einbettung PC + P(x)t, , die sich durch die sujektiven Isomorphismus 
induxieren liisst, wobei o der Ring der ganzen Zahlen in P(x) ist. Da die 
Untergruppe (o/IS)2 mit der Ordnung d in der Gruppe (o/I,)* der primen 
Restklassen in o/l, mit ~7 9, 0 < j < d reprlisentiert wird, gibt es den 
kanonischen Isomorphismus 
mit der Zuordnung q -+ 71 mod I, . Und die Restriktion f $ von fS auf der 
Untergruppe & mit der Ordnung din Ac liefert den Isomorphismus, 
mit der Zuordnung 
gee-1)/d mod 8~ 7-8 mod 1, . 
Wenn 7 auf u = u(u) E V (0 < a < 4’) in P(x)i, iibertriigt wird, dann gilt 
ft-l~)d(q) = a (mod 4). Folglich hat man durch die Einbettung, auf deren 
Grund man PC mit P(J&, identifixieren kann, die Einbettung P(x) = 
P(7) -+ P(V) C Pi, und den Isomorphismus r~f*--~q,: (7) - v. 
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Wenn wir annehmen, daB x den Wert in V C I’(& habe,. dann ist es 
iiquivalent dazu, daB x als ein Charakter 
vf s*-lq~~x: Ae --t I/ in P(x)t, (15) 
verstanden wird. Unter dieser Betrachtung erhalt man 
LEMMA 4. x(a) = v(a)-S*((d-l)ld) in Pi, , wobei m* E ZJ (mod d) z.& 
x(g) = q”, (u, d) = 1 sind. 
Beweis. Seien a = ga (mod,/), (Y mod (8 - 1) und ss, = 1 (mod d). 
Aus (15) hat man 
x(4 = vf:-%,x(g9 = ~fs*-%@9 
= v(a)- sluw-l)ld) = v(a)- . s*(kf-1)/d) 
Lemma 4 kann such noch wie folgt abgeleitet werden. Durch x wird 
einer der in L’ steckenden Primdivisoten p1 eindeutig ausgezeichnet, indem 
man mit dem d-ten Potenzrestsymbol 
X-‘(X) = (e)d z xtepl)ld (mod pl) 
setzt. Und dann allgemein 
wo Pt = pi-’ jeweils aus p1 durch den reziproken Artin-automorphismus 
u = (I’(#) hervorgeht. Gem&B v(a) = a (mod e> ergibt sich dann 
x(a) E v(a)-t((d-1)/d) (mod I@. 
Da die d-te Einheitswurzln paarweise ,inkongruent mod pt sind, hat man in 
P(&, die Gleichung 
x(a) = v(a)-t((G--l)ld): 
Dabei sind p1 = I, , t = s* (mod d) .und ut-! = u(z*)-1 + s (mod d). 
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Aus (13) und Lemma 4 gilt in Pi, 
.il x(a) a” = fIl XW(~(U> - t(u)E)” 
e-1 = g1 ~(~)~-~*((~-lw) + i (-l)j (;) 8 jl x(4 49-j w 
= I 1 ,” 1 + iJ) WY I 
((8 - 1) f (fz - s* y,, 
((8 - 1) I (I2 - s* y,, 
wobei Vzy’ = (- l)j XL=, x(u) u(u)+f t(u)j ist, da bekanntlich 
e-1 
Oy z1 U(u)n-s*ue-l)ld) = 
1 
((e - 1) f (n - s* y,, 
e- 1, 
ist. 
((b - 1) J (n - s* Y)) 
Im Allgemeinen $ei f = ~9, p 3 K mit K = 1 (8 # 2) und K = 2 (8 = 2). 
Fiir 8 # 2 bzw. 8 = 2 IHOt sich jede prime Restklasse a mod @ eindeutig in 
der Form 
u = ye”-‘z (mod ew,) mit y mod G und z = (1 + 90, /I mod @-1 
bzw. 
u = (- 1)” 58 (mod 2”) mit a: = 0, 1 und ,!3 mod 2u-2 
zerlegen. Also setzen wir 
a = i 
Y-v + 96 + u,eu, v # 2) 
(-lH1 + 290 + u12u, (f = a, 
dann hat man 
wobei 
T,n = .il xl(r) ynre-l 
! 
(8 # 2, Xl = f-l) 
1 + X(-l)(-1)n v = 3, 
p-K-1 







.x1 ,co Xl(U) x(1 + e)YY~“-‘(1 + ~fy-4.z1j, (c! #2) gp’ = 
c 2"~'-1 
,X0 Ii0 A-1)” xW((-- 1)” 58)*-j at, (e = 2) 
sind. Fiir J’ # 2 seien yd’” = y + J#, d die Ordnung von x1 und s* wie in 
Lemma 4. Dann ergibt sich aus (16) 
wo w,nj = & xl~)p-5y15 ist, Also setzen wir 
I?,* = 
I 
Rx” ((tf- l)j(n-s*y) fur C’ # 2 und 1 + x(-1)(- 1)” # 0), 
0 (sonst). 
Ftir G = 2 wird dabei verstanden, da8 die erste Bedingung immer erftillt 
wird. Dann erhllt man aus (17). 
+ j$; (7) d’“-1)5’Y (f’ # 21, (18) 
(e = 2). 
3. Es sei {xi} eine Folge in einem beliebigen Ring R. Wir definieren die 
r-te Differen wie folgt: 
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Darm k&men die folgenden elementaren Eigenschaften leicht bewiesen 
werden: 
(a) Ar(xt f YJ = A% f Apyt , 
wobei {yi> such eine Folge in R ist. 
(b) dr(~x,) = ardrxi 3 
wo 01 E R unabh%ngig von i ist. 
(c) Arxi = c;=, (-1),-t (3 xi+t . 
(d) 4xivi) = C:wo (3 AtxiA’-tui+t . 
(e) Wenn xi ein Polynom in i vom Grad -=c r ist, dann ist 
A’Xi = 0. 
(f) Wenn x1 = ai, a E R ist, dann ist 
A’Xi = U”(U - 1)‘. 
Von niin an sei R = Z, der Ring der ganzenp-adischen Zahlen, k = kti) = 
n+iwundw=pC-1(p-l),e>~mit~=1(p#2)und~=2(p=2). 
Dann haben wir 
LEMMA 5. Sei xi = aiw und a + 0 (modp), dann gilt 
dc-txi+t = 0 (rnod~~+~)) fir 0 < t < r. 
Beweis. Aus (b) und (f) hat man 
Ar-txi+t = atwAc-taiw 
= a’t+i’w(aw - I)?--t G 0 (mod P~(?-~)). 
LEMMA 6. P(x) sei ein Polynom in einer Ubestimmte x mit ganzen Koeffi- 
zienten. Dunn erhiilt man 
A$P(iw) = 0 (mod ~(“-l)~) fir 0 < t < Grad P(x). 
Beweis. Schreibe P(iw) = &,, as(iw)8, so hat man 
AtP(iw) = C Ata,(iw)s = C asw8Adtis 
S>O sat 
EO (mod p+lJt), 
da Atis = 0 aus (e) ist, falls s < t - 1 ist. 
LEMMA 7. SeiaEZ,,a + 0 (mod A. 
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Sei p > er + 2, falls p = 1 ist, dam gelten 
Ar(;l 
pujaiw = 0 (mod per) 
Ark ( 3) pUti-l)aiW E 0 (modper) 
Seip 2 er $ 3, falls p = 1 ist, dam ergibt sich 
fiir j, k > 0 (19) 
ftir j,kZl. (20) 
A+ 
1 k 
( ) k(k+l--j) j 
puLcj-z)aiw z 0 (modpCr) fik j, k 3 2. (21) 
Beweis. Zu (20): Die linke Seite von (20) wird in der Gestalt 
P u&-l) jr A’P(iw) aim = F t$’ (i) AtP(iw) A+ta(*+t)w 
geschrieben, wobei P(iw) ein Polynom in iw vom Grad j - 1 ist. Da 
AtP(iw) = 0 ist, falls t 2 j ist, kann man 0 < t <j - 1 annehmen. Dann 
gilt der p-Exponent v9(pu(j--l)/j!) > j - 1, denn es ist richtig nach Lemma 1 
falls p 2 2 oder j 3 er + 1 ist und falls p = 1 and j < er sind, dann ist 
j -C p und so der p-Exponent = j - 1. Nach Lemma 5 und 6 ist also der p- 
Exponent der linken Seite von (20) wenigstens j - 1 + (e - 1) t + e(r - t) 
= er + (j - 1 - t) > er, und damit haben wir die Behauptung. 
GleichmiiBig kann man (19) und (21) zeigen. 
LEMMA 8. 
AC $ (kl”) xi = ‘y AT ( k ; )  xi. 
j=l J j=l 
Beweis. Aus (c) haben wir 
da (“‘:“I) = 0 fcr j > k(i+t) ist. 
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Es bedeute fir jede Primzahl p 
i 
B,k 
k (P +-f) 
k 0 k 
x-l.Rxk B” 
j k 2~-’ k 
(f = 211, p = 2). 
Nach der oben angekiindigten Vorbereitung sind wir nun in der Lage, 
Satz 1 sowie (1) nachzuweisen. 
Falls f = dU, p = e ist, zeigen wir zungchst die Behauptung: 
Fiire#2seiG>er+3imFall~= 1undwennp>2ist,seiG>er+2 
and e(L’ - 1) >, 2 fiir r >, 1. Dann ergeben sich 
Arpxk E -A7 $ $ ( F) &(j-l)/3:+l-j (mod Qp) (8 # 2) 
(23) 
Arpxk z -A7 j$ $ ( ;) 2”(j-1)/3y-j (mod 2”‘) (8 = 2), 
wobei I, = !GT(“-‘) in P(x) und I, einer der durch (14) dejinierten, in L’steckenden 
Primdivisoren von P(xl) sind. 
Aus (lo), (19) und (22) hat man 
und 
(G # 2) 
z3 = 
(G = 2) 
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sind. Urn (23) zu beweisen, gentigt es zu zeigen, da8 modulo 27 bzw. 2”’ 
sind. 
A’l, = 0, ATI, E 0 und ATI, = 0 
Fiir II mu13 man Rx”, 4’ # 2, p > 2 betrachten. (Falls p = K ist, dann ist 
Rxk = 1.) Nach der Definition hat man 
R k = x(1 + 03c”-‘(l + d)kcu-’ - 1 
.x 
x(1 + 41 + Ok - 1 
wobei 
A = 1 - x(1 + 0, (t) = (Wlr-‘)) in PC,-, = P(x(1 + 4)) 
und 
Zxk = - i (x(1 + e>(l + e)fi - 1) 
= 1 _ x(1 + 0 k k 
x C(.)F 
j=l J 
sind. Dann erhiilt man folgende Lemmata. 
LEMMA 9. Sei p > 2 und l> er + 2. Dann gelten 
(a) A+XZxk jf$ = 0 (mod @). 
@I AOZ,k ss 0 (mod A”). 
Aczxk SE 0 (mod?) (r 3 1). 
Beweis. Zu (a): Nach Lemma 8 ist es genug, 
AT & (“-‘) & E 0 
J 
(mod @“‘) fiir 1 <cj,<n+(i+r)w 
ZLI zeigen, aber das folgt aus dem Beweis von Lemma 7. 
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Zu (b): Wenn r = 0 ist, ist die Behauptung klar. Falls r >, 1 ist, so gilt 
und nach Lemma 8 geniigt es 
zu zeigen, aber das folgt unmittelbar aus (19). 
Zu (c): Wir wenden Induktion nach r an. Fiir r = 0 ist die Behauptung 
richtig wegen (a) und (b). Wird die Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen 
< r # 0 als richtig angenommen, so gilt nach (a) 
und dabei ist nach Induktionshypothese und (b) fur 0 < t < r - 1 
AtA R,k Ar-tZk(‘Cd) _ 0 
k&’ x 
Daraus folgt die Behauptung. 
LEMMA 10. Es sei G >, er + 2 undfalls p 3 2 ist, so sei zusiitzlich e(8 - 1) 
>, 2 ftir r > 1. Sei a E Z, , a + 0 (mod t). Dunn ergibt sich ftir j >, 1 
(mod A*‘). 
Beweis. Fur ~1 >, 2 ist die linke Seite von (24) 
Rk(i+t) 
ASP@) At-sa(i+s)wAT-th X 
k(i+t){u 
wobei P(iw) ein Polynom in iw vom Grad j ist. Man kann s <j < er, d.h. 
~#-~lj!) = j - 1 und AsI’ = 0 (mod e(e-1)) annehmen, denn wenn 
j 3 er + 1 bzw. s > j + 1 ist, ist dann q(Rl/j!) > er bzw. AdI’ = 0. 
Nach Lemma $6 und 9 ist der X-Exponent der linken Seite von (24) 
&“-W - 1 + 1 + (e - 1) s + e(t - s) + e(r - t)) - r + t - 1 
=&+-l)(er+j-s)-r+t-ll~(~~-l)er-r-l(r~l). 
Fiir r > 1, da e(J’ - 2) 3 2 ist, ist (p(&l) er - r - 1 > (8 - 1) er - 
r - 1 >, er. Mithin haben wir die Behauptung. 
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Im Fall p = 1 ist diese das Resultat van (20), da dann R,’ = 1 und X = 4 
sind. 
Damit Ia& sich dTZ, = 0 modulo 2:” bzw. 2”’ wegen Lemma 8 fest- 
stellen. 
ArZ, = 0 modulo 2: bzw. 2”’ erhalt man offensichtlich aus Lemma 7 und 8. 
Wir miissen noch A’Z, mod P? berechnen, falls (/ - I)@ + 1 - j - s* 
(8 - 1)/4(~ z 2) und 1 + x(-1)(-1) k+l-j # 0 (8 = 2), d.h. R;+l-j # 0 
ist. Fiir e # 2 ergibt sich 
LEMMA 11. Es sei &’ > er + 3, falls ~1 = 1 ist, und j > 2. Dann gilt 
Beweis. Nach der Definition von Rxk und Lemma 8 folgt diese Kongruenz 
unmittelbar aus (21). 
Ftir /’ = 2 haben wir ebenfalls nach Lemma 7 und 8 
LEMMA 12. Fiir j 3 2 ergibt sich 
A+(;) 2u(i-1)-h-1) 0 (mod 29. (25) 
Bemerkung. Falls Z.L = K = 2 ist, ist RF--i = 1 und jedes in der linken 
Seite von (25) vorkommende R, n+(i+t)~+l-5 = 1, da e >, K = 2 ist. 
Aus Lemma 8, 11 und 12 folgt ATZS = 0 (mod P) und damit (23). 
Im Fallp {fergibt sich aus (10) und (12) fiir p* > 2 
_ AC j& i ( F) pu*(5-l)f5-l/J~+l-i 
Wenn p [ y ist, so ist der erste Summand kongruent zu 0 modulo pn-1, da 
v,((l/k)(5)pr*(f-l) k-j > y ),j-I++-j=k-l=n+iw-Ian-laus 
Lemma 1 (d) wegen ZA* > 2 ist. Wenn p {y ist, da ZL* > 2 ist, nach Lemma 7 
und 8 ist dieser kongruent zu 0 mod pep. Also erhilt man 
A+‘/Txk = -Al j$ $- ( 5, pu*(+l,f+1/?~+~-f (mod (p++1, p*r)). (26) 
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Falls f ein zusammengesetzter Ftihrer mit p 1 fist, dann hat man aus (10) 
und (11) fur p* > 2 
Vermijge Lemma 7 (20) gilt 
Ausgehend von (23), (26) und (27) kiinnen wir durch Induktion nach r 
noch weiter gehen. In jedem Fall kann man ahnlich vorgehen, so zeigen wir 
nur (3). 
Fi.ir r = 0 wenden wir Induktion nach k an. Fur k = 1, da die rechte Seite 
von (23) ausfiillt, ist offensichtlich dofix1 = 0 (mod !&O). Wir nehmen an, 
dab die Behauptung richtig bis zu k - 1 ist. Dann hat man wegen (23) 
d”p,L = 0 (mod 9:). Also setzen wir voraus, da8 die Behauptung richting 
bis zu r - 1 fur alle k ist. Dann gilt gem&l3 (23) und Induktionsannahme 
k(i+?) 
wobei P(iw) ein Polynom in iw vom Grad j - 1 ist. Wiederum durch Induk- 
tion nach k wie im Fall r = 0 folgt die Behauptung (3). 
Analog wird (1) und (2) bewiesen, und man erkennt dabei gemal (27) 
bpx” SE 0 (mod P”>, 
wennf eine zusammengesetzte Zahl mit p 1 fist. 
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